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最適成長の理論：計画期間が有限である場合＊
江　沢　太　一
　最適成長の理論は，計画期間の扱い方から
みて二つの類型にわけることができよう。一
つは計画期間を無限大にとるものであり，も
う一つは有限期間を考えるものである。後者
の代表例としては，カス〔2〕をあげることが
できよう。カスのモデルでは次のような目的
関数が設定されている。
ノ（T）一∫1・〔c）－e…dt（・）
ここでTは計画期間の長さ，c－c（t）はt時
点における一人当り消費，δは時間選好率を
あらわし，σは効用関数である。
　このような有限期間について最適成長を考
える場合には，付加条件として計画終期，つ
まりT期末における一人当り資本ストックの
大きさがあらかじめ与えられている。つまり
（1）の最大化問題の制約条件の一つとして
　　k（T）≧kT　　　　　　　　　（2）
の条件を追加する。ここで々7’はあらかじめ
定められた一定の値である。
　本稿は一つの簡単なモデルについて最適成
長問題を考え，次の二つの問題を分析するこ
とを目的とする。（1）②式のkTを選択の対象
と考え，（1）式で与えられるf（T）とk7’との
選択可能曲線を特定のモデルのもとで導く。
社会は，社会的厚生関数の値を極大ならしめ
る点をこの曲線上から選択することになる。
②次にそのような見地から，丁期間にわたる
最適化とそれを越える期間についての最適化
との間の整合性が保たれるには，以下のモデ
ルの下では目的関数がどのような形状をして
いなければならないかを問う。
　従来のモデルにおける問題の取り扱いとそ
れについての論評を最後の9「問題点の要
約」においてのべることにし，さっそくモデ
ルの分析に入ることとしよう。
1モデルの説明
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　ソロー・タイプの新古典派集計モデルを対
象とし，次のような関数を定義しよう。
　　y＝！（le）　　　　　　　　　　（1）
yは一人当り産出量，々は資本労働比率とす
る。関数∫は次の条件をみたし，かつ連続で
2回微分可能とする1）。
ここでf’（k）は資本の限界生産力を示すか
ら，はじめの二つの条件は0≦le＜・。の範
囲で資本の限界生産力が正であり，かつ逓減
的であるこ之を意味する。次の二つは労働，
資本という生産要素が不可欠のものであるこ
＊本稿は東京経済研究センター（TCER）の
定例研究会における報告をまとめたものであ
る。席上有益なコメントを与えられた稲田献一
先生および浜田’Z“’＝一氏に厚く御礼申’U一上げま
す。
1）　このような性質をもつ生産関数はwel1・be－
　havedであるといわれる。
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とを示す。
　以上の条件のもとで次のような極大化問題
を考えよう。
　　m・x・m・zeノの一∫1・dt　（・）
subject　to
鯉；墾1（際∫
　ここで，状態変数C，々および制御変数S
は，ともに時間tの関数であるが，記号の簡
潔化のためにtを省いてある。Cは一人当り
最低生存費であり，Sは貯蓄率であり，生産
量f（k）がCをこえる部分の一定量とする。
したがって
　　s＝1　ならば　c＝c
　　s；0　ならば　c一ノ（k）
となる。またkT，　k°はコンスタント，さら
　　　　　d　　　　をあらわす。λは能率単位でにドットは　　　　　dt
はかった労働力人口成長率プラス資本の減価
償却率であり，人口の一定割合が労働力化す
ると仮定している。
　資本労働比率の初期値le°について次の仮
定をおくことにする。
　　le＜んo＜ん　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）
ここで臥kはそれぞれ図・1に示すように
　　ノ（ん）－21e－c
　　　　　　　図・1
??
　　　　　　　f（k）一λk
き　　　　　　　　　正　　　　k
の二つの解であり，小さい方を々，大きい方
をkとしたものである。以下においては，問
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題となるfeの値はすべてこの範囲内にあるも
のとする。
2　最適経路の決定
　以上のモデルにおける最適成長経路を決定
するために，ポントリャーギン〔4〕の最大原
理（Maximum　Principle）を応用しよう。ま
ず，ハミルトン関数を次のように定義する。
　　H－（・一・）〔f（k）・一・’E〕・c・q｛・〔f（le）
　　一τ〕一・k｝　　　　（1）
ここでqは補助変数であって，々の経路が最
適であるための必要条件は，次の条件をみた
すqが存在することである。
　　　　　q－Aq－〔1－s＋qs〕／’（の　　　　（2）
　次に制御変数Sの値であるが，まずUを次
のように変形してみよう。
　　u－（・－s＋qs）（f（le）一一・i〕・”E－・一・q・k
そうすると，ノ（k）＞Cであるから，
　　q＞1
　　q；1
　　q＜1
となる。
　さらに
ならば
ならば
ならば
i釜i≦・｝（・）
　　max（1＋s＋qs）－P
　　O≦s≦1
とおけば，
　　P－max（1，の
となる。このPを用いれば，最適経路は前出
の（3）および次の（4）式
1二詑潔）斗〉
にょって与えられる。
　なおq（T）につき，次の条件を付加する。
溜；夢麓：1盤謝（・）
　そこで基本となる微分方程式（4）の解，っま
りqとんの時間経路をs＝1の場合，s二〇
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の場合にわけて検討しよう。
　（a）　s；1（すなわち，q＞1，P－q）の
場合。方程式（4）は次のようになる。
　　　h＝プてん）－c一λk　　　　　　　　　　　　（6）
　　q＝〔2　－f’（k）〕q　　　　　　　（7）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　のしたがって特異解，すなわち々＝一　O，q＝0と
なる解は次式によって与えられる。
　　ノ（々）－c一漉＝0，k芸んおよび々
　　λ一f’（々）＝0，　　　　　　　々＝k＊
　（b）s＝・O（すなわち，q＜1，　P；1）の場合。
方程式（4）は次のように書ける。
　　●ん＝一濡
　
q＝λq　－f’（々）
??
?
q＝0となる点の軌跡は2q；f’（々）によって
与えられる。ここで
　　嘉1々。。一弊）＜・
である。
（10｝
　以上の考察によって，微分方程式（4）の解の
時間経路を次図のようなフェイズ・ダイァグ
ラムによって示すことができる。
　　　　　　　　図・2　　　　’一
1
0
Nt＞一．1こ
　　　　　　　　s＝0
q＝・O
　ここで点Gはk・－k＊，q＝q＊となる点であ
り，この点は次式によって定義される。
灘1設叫　（11）
この点は，周知のフェルプス等の黄金律経路
にほかならない。この経路上における一人当
49
り消費c＊は
　　c＊－f（le＊）一λk＊
によって与えられる。
（12｝
3　期末資本集約度と初期評価
　　価格との関係
　以上では，期末における資本集約度kTを
あらかじめ与えられたものとしたが，kTの
さまざまな値に対応して，資本財の評価価格
q（のの初期値q（0）が一意的に定まるといえ
る。いまk。〈k＊の場合について考えれば，
解くle＊め範囲でばkTの値が大きければ大き
い程q（0）も大きく，k＊≦kZの範囲ではq（0）
はコンスタントとなるといえる。ただし，こ
れらは々の初期値々°を不変とした場合の結
論である。　　．．．＿．一．一．＿一．一
　この点を検討するためにんという変数を導
入しよう。これは図・3に図示されているよ
　　　　　　　　図。3
q（・）
1
0 k°　kT　k　　k・
噂一s＝1
一s＝0
うに，最適経路がq（の一1において折れ曲る
点Kにおけるleの値を示す。いうまでもな
く，この々の値はが（およびk°）の値如何に
依存する。すなわち次の関係が導かれる。
　　塾＿⊥（ノ（k）－c－，～々）＞o　（1）
　　融7　k7　　ノ（ん）－c
他方，q（0）とkとの間には次式が成り立つ。
　　吻卑）＿q（0）4’（の→一＞0（2）
　　　dk　　　　f（k）－c一漉
ここでは海＜k＊としているから，／’（々）一λ＞0
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であり，極限において，つまりk＝々＊におい
ては②式は等式となる。
　（1）および②式を結合して図示したものが
図・4であり，q（0）は解の増加関数である
ことがわかる。
qel
q事’Ol
図・4
O
???? 、
kマ
この関係は（1）②からえられる次式
???
　　饗一・（・）景驚景〉・（・）
に対応するものである。
　以上のようにしてleTの値が与えられれば，
それに対してしかるべきq（0）の値が一意的
に対応し，このq（0）と，kの初期値le°とに
よってんとqの全経路は2－（4＞の微分方程式
によって一意的に確定するわけである。
　すでに述べたように，従来のモデル，たと
えばカス〔2〕，あるいはサミュエルソン〔6〕，
シェル〔7〕等計画期間を有限としたモデルに
おいてはkTは所与であって，明示的には選
択の対象とされていない。しかしkTの値が
異なれば当然社会的厚生ノ（T）の値も異なる。
とすれば，この両者の間に一定のtrade－offを
考えるべきではなかろうか。すなわち解を
後の期間，あるいは世代へ持ち越す資産と考
えれば，k7’を社会的厚生の一構成要素とみ
なすべきであると考えられよう。
4　最適経路の概観
　そこで選択可能曲線（トレード・オフ曲線）
の形状を考えるにあたって，まず初期値k°
の大きさと最適経路との関係を概観しよう。
この関係は図・5のように示される。順を追
って説明しよう。
　ケース、4とBはいずれも初期値々°がk＊
より小さい場合である。Aはk°がかなり小
さく，計画期間中s－1としても，つまり最
大限の蓄積に努めても黄金律経路上には到達
しない場合である。②は全期間を通じて5－
1，つまり蓄積に専念する場合であり，k2Tは
与えられた々°とTのもとで達成可能な々の
q
1
0
図・5
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②
G
①
ー?
票k???? kO
?
GaseD?
’k＊ 1正 → kOkf k∫
値の最大限である。①は期末資本労働比率
klTがleeとle2Tの間にあり，計画期間の前半
ではs－1としてんの値をk°から々にまで
高め，途中でs－Oに切りかえて々からk1T
にまで引き下げる場合である。グラフには図
示されていないが，一般的にいえばケースA
には例外的な状態として，全期間を通じて
s；Oとする場合もふくまれる。kτが極め
て低い場合（ただしkT＞左）がそうである。し
かしこれはkeがかなり大きいか，もしくは
Tが十分短い場合に限られる。このようにkT
を極度に小さくとる経路は有効でなくなる場
合があり，これは2－（5）の条件によって排除
されている。この点については，後に再びふ
れることにしよう。
　次にケースBであるが，これは々°が比較
的大きく，計画期間中に黄金律経路上に到達
する場合である。①はいったんこの経路に達
してから，再びkの値を低下させてlelTに戻
るものである。黄金律経路G上には瞬間的に
しか位置しないこともありうるが，一般には
点Gにしばらくの間滞留することになろう。
したがって貯蓄率の値でみれば，①の場合に
は1，s＊，0という三つの局面を経ることに
なる。②の場合は逆に々＊〈解であり，貯蓄
率は一般に順次に1，s＊，1という値をと
る。
　ケースC，DはケースA，　Bとは逆に初期
値k°がk＊より大きい場合である。図には
示されていないが，場合によってはk°＜kT
という関係も考えられる。ただし々7＜hと
する。
5　選択可能曲線の形状（ケースA）
　以上四つのケースについて選択可能曲線の
形状を検討することにしよう。すなわちleT
の値をパラメトリックに変化させたときに
ノr（T）1）がどのように変化するかを考える。つ
まり，ノ（T）とkT（或いは変数と考えてk（T））
との間のトレード・オフ曲線（関数）を考察
する。計画当局は，この選択可能曲線上の一
点を社会的厚生関数に従って選択することに
なるわけである。
　まずケースAをこの節で扱う。①という場
合であるが，問題となる方程式はこの場合三
つある。順次検討しよう。
　（i）第一にノ「（7り≡≡…1の値であるが，計画期
間の前半，つまりs－1の時期に達成される
値をノ1，後半s＝Oの時期のものを1，としよ
う。すなわちノF一ノ1＋／2である。これらにつ
いて次の関係が成り立つ。
　s－1の期間：
1）以下ノ（T）と記したものはすべて最大値を
意味する。
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・，一轣Fτ面　　（1）
　s＝Oの期間：
・・一
轣G働繍一一・1・一（・）
ここでtはスイッチの行われる時点を示す。
　したがって，上の関係をフロー量6につい
て図示すれば次図のようになる。この図にお
いてタテ軸はCをあらわし，Cは最低生存費
　　　　　　　　図・6
　　C
C
　　O　　　　　　　　t　　　　T
水準である。ヨコ軸は時間を示す。t－oか
らt・＝tまではs＝1，つまりc＝cであり，
t－t　LJ降t＝Tまではs＝0，従ってc＝ノ（k）
である。t＝・tにて々＝た，　t；Tにてk一解と
なる。
　ここで②における積分変数tをleに変換し
よう・すなわちdt－－撃狽狽р求@・関髄用V・て，
・…一・一÷∫1聖）dk　（・）
をうる。
　（ii）次にt・＝tにて，　k＝kとなること，お
よびs＝1の期間には
　　　　　k＝f（le）－c一λk
であることを用いれば，次式がえられる。
z－轣F・t－∫：f（、）．≒．、、伽）
（iii）後半のS＝oの期間については
　　　　々一・　一λle
であるから，同様にして
T－7－轣G・’一一÷∬÷・・（・）
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がえられる。
　以上（i）（ii）（iii）で導いた式をそれぞれ全
微分する。まずノーノ1＋乃，ノ1－ctおよび（3）
の関係から，
碗引且鞍一編｝（・）
をうる。ここでA（k）！・f（le）／1eである。次に
（4）を全微分すれば
　　dt＿　　　1　　　4々
　　　　f（々）－c一λ々）
となる。さらに同様に（5）から
　　・1－÷｛一歩・μ一÷・差｝
がえられる。
（7）
（8）
　以上（6×7×8）の三つの方程式をまとめれば次
の通りである。
　λdl－A（々）dle－Rcdt－－A（le「）dfeT
　　dle　一〔f（k）－c一λ々〕4’；0
　　÷4石・・4ガーナ・解
これらから求める関係が次のように導かれ
る。
誰一訓πだ）一融の｝（・）
あるいは，これは次のようにも表現される。
雅・・一壷｛f（E）一紅催）一納｝（10）
いま①の場合には解くleであるから
　　ノ（k）一λk＜f（ん7）一λkT，
したがって
　　誰ぐ・
といえる。
　以上からケースAにおけるトレード・オフ
曲線は図・7のように描くことができよう。
ここでki’maxは所与の計画期間Tのうちに，
同じく所与の初期値k°によって達成可能な
々の最大値であって，全期間にわたってS－
1とした場合に達成される値である。すなわ
ち②の場合の到達点である。この場合タテ軸
最適成長の理論：計画期間が有限である場合
図・ワ
6．　ケースBについて
J（T）
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R
、
、
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、
＼
＼S
゜　lkC
　　kTmiB
k°@1
　　kTmax
k（T）
の値はCTとなる。　したがって点Rによって
この状態が示される。点Rより下に位置する
RSの部分（破線部分）は達成不可能である。
　次にleTminは上とは逆に全期間にわたっ
てs－0とした場合のkTの値であって，こ
の場合
　■　k＝一λん，　つまりk＝－k°e－AT
であるから，
　ki’min＝た゜e－At
のようになる。この場合の到達点は点Pで示
してある。
　ここで注意されることは，点Pのようなと
ころではトレード・オフ曲線が右上り，つま
りdl（1り／dkT＞oとなることがありうる，と
いうことである。すなわち，PとRとの中問
に点Q（leの値はke）のように，　dl（T）／dleT
＝Oとなる状態が生じる可能性がある。従っ
てこの場合，PQの部分は有効ではない。な
おPより左の部分は，資本の廃棄（これも有
効ではない）を別とすれば達成不可能であ
る。
　従って，われわれは結局QRの部分を問題
とすればよいといえよう。すなわち，曲線
QRが意味をもつ選択可能曲線ということに
なる。
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　ケースBは計画期間中に．黄金律経路上に到
達でき，．暫くこの経路上にとどまった後，終
端に向う場合である。①の状態ではた7＜h＊で
あり，②ではle＊〈がである。まず①からみ
ることにしよう。この場合には，一人当りの
消費フロー　．cは次図のような推移をたどる。
c
C＊
，?
0
図・8
一一一一一
一一一 一　　葡　　一　　一　　一　　一　　一
tl　　t2 T
t
ここでtlは黄金律経路上に到達する時点で
あり，t2はそこから離れる時点を示す。そこ
で0≦t＜t1の間に達成される累積消費量を
ノ1，tl≦t〈t＊の間に達成されるものをノ＊，残
りのt＊≦t≦Tの間に達成されるものをんと
しよう。いうまでもなく／；ノ1＋ノ＊＋ノbである。
これらはそれぞれ次のように与えられる。
（i）　ノ1＝　C　tl
　ノ＊＝c＊（t2－tl）
・・一
轣C’，f（1・）・…－1∫1擁）dle
　　　　　　　　　　　　　　　　最後の関係にはt2≦t≦Tの間，た＝－21eと
なることを用いてある。
以上により
ノ覇嚥一t・）一÷∫ll雫）dl・　（・）
となる。
　（ii）次に上で導入したtl，　t？の値について
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　考察しよう。まず0≦t〈ti，の期間中，　le＝
プ（le）－C一λ々であることを想起すれば
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T－t2－轤ｿ・’一÷∫姥幽
がえられる。
　以上の考察により，（1）と（3）を全微分した形
はそれぞれ次のようになる。
あ一
轣Fり：羨、）．セ、評
　　　　　　　　　　　　　＝＝constant　（2）
となる。々°とle＊は一定の数であるからtlは
定数である。つまり解の選択の如何に依存
しない。
　（iii）他方のt2であるが，　t2≦t≦Tの期間
　　　中，k＝＝　－Rleであるから，上と同様の論法に
よって，
　　　　　　T　　　　　　　　　　　　　T
　　dl－・・dt・一÷璽）dhT
　　　　　14解dt2＝　　　　ZleT
この両者より
　　認一一え1。（c＊－f〔leT））
をうる。ここに
　　c＊＝ノ（k＊）一λ々＊
の関係1）を代入すれば，結局
（4）
（5）
鼻一滋（f（le・）一・k・イの）（・〉
となる。あるいは，書きなおせば，
鼻・・一薫｛ノてk・）一・k・一〔f（kT）一
えleT〕｝（7）
である。すなわち
k・－k・の・き鼻一・
k・〈le・の・き嘉く一・
となる。
②の場合に移ろう。すなわちk＊＜kTとな
る状態である。これまでと同様の考え方に従
って議論を進めることができる。
に蒋欝篇黛襲ご高灘よ奪瓢
　　　　　　　図・9
c＊
、6
　O　　　tl　　　　t？　　　T
間に対応する累積消費をそれぞれノ1，ノ＊，ノ2
としよう。すなわち，
　，0≦t＜t1　にかんするもの　ノ1
　　tl≦t〈t2　にかんするもの　ノ＊
　　t2≦t≦T　にかんするもの　ノ2
（i）そうすると，ノーノ1＋ノ＊＋f2は次のように
与えられる。
　　ノ＝c　tl＋c＊（t2－tl）＋c（T－　t2）　（8）
（iD次にtlの値は，①の場合と全く同様に
t・一
逖_≒．、、・・－c・n・・ant（・）
となる。
（iii）t2の値は①の場合とは異なって次式で与
えられる。
T＋
轤撃激ﾎ、）．ヤーll；　dle　uel
　以上の考察に基いて，（8）とao）をそれぞれ全
微分すれば次の関係がえられる。
一一一＿
一　輯
dJ－（c＊－o）dt2
dt・－?ik・）≒一、々「躍
この両式から
　　dJ＿
　　dkT
がえられるが，
1）　2－（12）式である。p．49
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c＊－c
　　　　ノ（hT）－c－　2kT
　　　　　ここ｝こやeより
c＊＝ノ（ん＊）一漉＊
????
最適成長の理論：計画期間が有限である場合
の関係を代入すれば，結局これは
　　dl＿　∫（k＊）－c一λ々＊
dkT@f（k・）　＿7　＿　2kT
（13）
・な・・すなわち，k・＜k・であれば雅く
一・，特殊ケー…てle・一・・の・き雅一
一1となることがわかる。特にkを，ノ（た）－
c一λk・－Oによってきまるんの値の大きい方
・すれば，編こおいて，影一一・・とな・
ことが注意される。
7　資本不足経済における成長パ
　　ターン（ケースA，Bの総括）
　以上　A，B両ケースは，いずれもk°＜々＊
という状態における最適成長を考えたもので
あった。これは資本集約度々の初期値が黄金
律経路上の値摩より低い経済，つまり資本蓄
積が相対的に不足している経済を意味するも
のといえよう。この場合，Tという計画期間
内の成長経路と，さらにこの計画期間を越え
た将来の成長パターンとの関係はどうであろ
うか。これを図示したものが図・10である。
　　　　　　　　図。10
c■T
」
φ6
R‘
《
R3
?
R2 B 、 1ヨ、
、
己丁
?
R’ R1
、、
6T
A
kσ と．
k
図においてφ1，φ2……は最初の丁期間，次の
T期間……における選択可能曲線であり，φi
は図・7に示した曲線に相当する。
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　この図において初期値k。を示す点Aから出
て，R，R2R，R，と記してある曲線が重要であ
る。というのは，このような経路のみが長期
計画，短期計画の整合性を保証するものだか
らである。T期間の計画においてはφ1（の有
効部分）上の任意の点，たとえばR’を選択
できるが，このような点はより長期の2T，
3T…・・期間の計画からみれば最適でない可
能性がある。仮に2Tないし3Tという期聞の
計画からみれば最適であっても，より長い4T，
5T，……という計画の観点からみれば最適で
はないかもしれない。従ってこのような長期，
および短期の選択間に整合性が保たれている
ためには，社会的厚生関数の形が
確（T）ニノ（T）　＋k（7）
　　　一∫1爾姫 （1）
という形でなければならないことになる。こ
れはいうまでもなく　1）cをこえる消費に
ついての即時的限界効用が1に等しく，かつ
　2）時間選好率が0，つまり世代間に差別
を設けない，という二つの前提のもとで成り
立つ結論である。
　いうまでもなく，このような社会的厚生関
数からえられる無差別曲線は，図において一
1の勾配をもつ直線群で示される。整合的な
最適経路はφ1，φ2，……という選択曲線と，
この無差別曲線との接点の軌跡になる。
　さてこの整合的な最適経路は，黄金律経路
上に達するまではs；1，つまりcを越える
生産物をすべて蓄積にまわすという蓄積志向
型の経路である。これは実は時間最小計画の
解でもある。つまり，与えられたleeから最
短時間をもって黄金律経路上に達する，とい
う計画の解経路に一致する。通常，時間最小
計画は厚生経済学的に最適性をもっていない
と考えられているが，さきにかかげた二つの
前提1），2）の下では，最適経路（社会的厚生
関数を極大化する，という意味で）の一部に一致
最適成長の理論：計画期間が有限である場合
するわけである。ただ時間最小化計画は，le°
＜k＊という条件のもとで黄金律経路上に達す
るまでの事態のみを扱うわけであるが，われ
われの問題は黄金律経路上に達してから後の
推移，および後にみるところのが〈le°とい
う状況での最適経路の問題を統一的に扱って
いるわけである。
　黄金律経路上に達するまでの時間，すなわ
ち図・10において点Aから点Bに至るまでの
時間をt＊とすれば，これは次式で与えられ
る。
‘・一轣F：π詰．7、dk（・）
ここで々が増加するにつれてノ（々）－C－2k
（＞0）の値が増加するから，その逆数である
1／（ノ（k）－c－2k）の値は連続的に減少し，k°，
k＊で評価した値は有限であるから，積分値そ
のものも有限である。
　次に曲線、4Bの形状について一言しておこ
う。ABは図示されているように右上り，か
つん軸からみて強く凹である。この点は次の
ようにして確かめられる。まずこの範囲では
　ノ＝c，k＝f（le）－c一λ々
であるため
釜（oノ々）一一㌃（欝歪、、ア〈・（・）
となるからである。さらに極限として点Bに
おけるこの曲線の勾配は
c
　　c＊－c
となる。
（ん＝々＊にて）
8　ケースC，Dにおける
　　選択可能曲線
（4）
T
　これまでは初期における資本ストックが相
対的に過少な経済を考えてきた。次にこの逆
の状態，つまり資本ストックが相対的に過大
である経済について検討しよう。すなわち，
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がく々°の場合であり，ケースC，Dと名づ
けた場合である。ケースCはT期のうちに黄
金律経路上に達する場合であり，ケースDは
（資本の廃棄は考えないとして）達しない場合で
ある。いうまでもなくTを与えられたものと
すれば，ケース1）はケースCに比べて初期資
本ストックがさらに大ぎいわけである。ただ
しケースDにおいても，k°は々°＜々の範囲に
あるものと仮定する1）。
　ケースCにおけるトレード・オフ曲線の形
状は，ケースBと全く同様である。黄金律経
路に到達する経路は異なる　　ケースBでは
々の値を増加させることにより，ケースCで
は逆に値を減少させることにより々＝々＊の状
態に向う　　のであるが，この過程で達成さ
れる消費の累積値は期末の資本集約度kTの
値とは独立である。すなわち，ケースBでは
この累積値は
下∫llπ、）＃t，、k　d’e（’ee〈’e＊）（1）
であり，ケrスCでは
一÷∫：：楽）dl・（1・・＞k＊）（・）
であって，いずれも（々Tの値に無関係という意
味で）定数である。いったん黄金律経路上に
到達した後の経過は，期末資本労働比率kT
がk＊より大であるか，小であるかに応じて
二つに分けられるが，いずれもケースBとケ
ースCとでは事情は全く同じである。
　次に最後のケース1）を考えよう。これはT
期間中には黄金律経路上には到達できない場
合である。ここでは資本が相対的に過大であ
るから，一部を廃棄すれば即時的に黄金律経
路上に到達できるが，そのような過程は有効
ではない。
　ケースDにおける運動は図・2に（P49）に
示されているように，①および②の二つの型
が考えらるれ。①は全期間中s－0とおく場
1）kの定義については（p．48）を参照されたい。
最適成長の理論：計画期間が有限である場合
合であり，々の値は一様に減少する。これは
計画期間の途中でs－0からs－1に切り換
わる②の場合の極限的な事態と考えられるか
ら，以下②の過程を考えることにしよう。こ
の過程は計画期間の前半はs－0で，途中の
たとえばt＝tという時点でs＝1にスウィ
ッチして以降t＝Tまで進む，という形にな
る。彦＝’におけるんの値をleとしよう。
　上のような推移を消費フローCの値につい
てみれば，図・11のとおりである。
c
c
0
図・11
t T
いま前半，つまり0く’〈tの期間に獲得され
る消費フローの累積分を／1，後半すなわち
t≦t≦Tの期間にえられるものを／，としよう。
ノ＝ノ1＋J，である。そうすると
（・）・・一
轤堰E，le）dト÷∫擁）dle（・）
　　ノ〉＝c（T－t）　　　　　　　（9）
が成り立つ。従って全微分により
　　dl－一÷墨）4疹一τ4z
　　　　　　　　ん
がえられる。
（ii）次に前半に関して
z－迴嶋鼈黶轤P÷娩
が成り立つから，
　　d7＿＿ユ＿読
　　　　　λ石
がえられる。
（ii三）最後に後半の関係から
（10｝
（11｝
（12）
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痒∫；・’イ蕪）一≒．iff　dk
　　　　　　　　　　　　　　　　　　（13｝
であるから，
　　dt＝G（解）dkT－G（k）dk　　　　｛14｝
が導かれる。ただし記号の簡単化のため
　　G（k）≡ノ（k）－c一λん
とおいてある。
　以上（10），（12），（14）の三式をまとめれば，次の
とおりである。
　　2d1＋プ～タ）盛＋ズ7読＿o
　　　　　　k
　　　　　　　dk十Rkdt＝O
　　　　　　　G（の4ん一dt＝G（解）dkT
これよりクラーメルの公式を用いて
審一一鷲一一f－pa／，h．））．tk．lh，．（1・
のように解かれる。ここでk〈kTであるから
（両者ともle＊より小であることを用いて）
　ノ（k）－c一λん〉ノ（解）－c－21eT
が成り立ち，
嘉く一・　　　⑯
といえる。
　　特に全期間を通じてs＝Oとおいた場合
には
　　　　　ん＝一λ々　　　　　　　　　　（17）
すなわちle＝k°e－2tであるから，
　　ん7＝k°e－2T　　　　　　　　　US）
となることはいうまでもない。
9．　問題点の要約
　以上われわれは有限の計画期間をもつ最適
成長の問題を単に一人当り消費フローの和
ノ（T）だけでなく，一人当り期末資本ストッ
ク々（のをも社会的厚生関数に含める要因と
して明示的に扱う，という観点から考えてき
た。従来のモデルは（筆者の知るかぎり）冒頭
に述べたように，この型の問題はk（のの値
最適成長の理論：計画期間が有限である場合
がある特定の値，たとえばleTより小さくなっ
てはならない，という制約つまりle（D≧leT
という制約を付加することによってノ（71）の
極大化をはかるものであった。カス〔2〕，シ
エル〔7〕等がその代表的な例であった。しか
しこのような問題の設定は，次のような不十
分さをもつと考えられる。第一に，共同体は
今日の世代が（ここでいう今日とは，計画期間T
内の時期を意味する）どれだけ消費すべきか，
ということを次の世代（つまりT期以後に属す
る世代）にどれだけ資本を遺すか，というこ
ととのかね合いで決定するものとみなすべき
であって，この一方，つまり々（の（の下限）
のみを先に与え，しかる後消費について考え
るという方式は不十分であると考えられる。
外生的に（つまりモデルの内部からその値を導く
のでないという意味で）leTの値を与えるのであ
れば，たとえばその値が現存の生産能力（資
源賦与量を含めて）に比べて極めて大きい場合
には，今日の世代が享受する消費ノ（乃は極
めて小となるであろう。場合によってはゼロ
にならないという保証もない。leTの与え方が
明示されていない以上そう言わざるをえない。
また場合によっては，与えられたhTそのも
のが実現不可能であるかもしれない1）。
　このようにた（Dの値を適切に選ぶには，
一方でT期を越える将来における世代を，他
方で現存の生産能力を考慮しなければならな
い。すなわち現存の々つまり計画初期のんの
値，々°がかなり大きい場合には，それ以上の
蓄積を推進することは子孫に対して過大の資
本を遺すことになるかもしれず，また限界生
産力の上からいっても，資本の限界生産力
f’⑭）が逓減する限り（つまりf”（le）＜0である
限り）うる所が相対的に小さいといえよう。
逆の場合つまりle°が比較的小さい場合は上
1）　もっともこの点はカス〔2〕においては配慮さ
　れており，kTの値を実現可能な範囲に限ってい
　る。
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の逆の議論が成立するであろう。
　ここで々°の相対的な大小，ということを
述べたのであるが，これは何を基準に判定す
べきであろうか。本モデルにおいては，それ
は黄金律経路における値々＊であった。すなわ
ち，！’⑭＊）－2なる式によって与えられるk
にほかならない。この値は生産関数と，人口
（労働力）成長率（プラス減価償却率）が与えら
れれば一意的に確定する。これにより，k°＞
k＊ならば相対的に消費に，逆にle°〈々＊であ
れば相対的に蓄積にウエイトをおいた成長パ
ターンを選択すべきである，というのが本モ
デルでの結論であった。
　上の結論は実は第二の論旨に関連する。す
なわち，先に述べた従来のモデノレの設定では，
T期内の計画とT期を越える計画との間の整
合性が保証されていない。すなわら，たとえ
ば5ヵ年計画では最適である経路が20ヵ年計
画の見地からは最適ではない，ということが
起りうるのである。この点の整合性を保つよ
うな計画を立案する，という考え方からみて
も，k（T）を明示的に選択対象に加える必要
が生ずるわけである。従来はこの点は計画期
間を無限大にとることによって処理してぎ
た2）。しかし，このような考え方には無限大
という計画期間を考えることが，経済学的に
納得できるものかどうか，という点を別にし
ても，さらに積分
∫『σ（c）e－・・dt
が収束するために，δ＞0という仮定を設け
なければならない3）という問題がある。ここ
でδは時間選好率ないし割引率であり，Cは
2）計画期間を無限大としたモデルの代表として
　は，カス〔1〕をあげることができよう。
3）　もっともラムゼイ〔5〕，サミュエルソン〔6〕
　は別の仮定をおくことによってこの点を回避し
　ている。すなわち，効用の飽和，または生産力
　の飽和の仮定がおかれている。しかし，これら
　の仮定が上のδ＜0という仮定より経済学的に
最適成長の理論：計画期間が有限である場合
一人当り消費，Uは効用関数である。よくい
われているように，δ〈0と仮定することは
将来の世代よりも今日の世代を重視するとい
う特定の価値判断を前提としている。このよ
うな価値判断が先験的に正当であるという保
証はない。
より納得できるものであるとはいえないであろ
う。
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